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Alfred Haar (weg.: Haar Alfred, ur. 11 pazdziernika
1885 r. w Budapeszcie - zm. 16 marca 1933 r. w
Szegedzie) — wegierski matematyk.

Haar, A., Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme, (Er-
ste Mitteilung), Math. Ann. 69 (1910), 331-371 (at GDZ). (This is
Haar's thesis, written under the supervision of David Hilbert.)

Po ukonczeniu stawnego Fasori Gimnazium, studiowat od 1904 na Uniwersyte-
cie w Getyndze i doktoryzowat sie w 1909 roku u Dawida Hilberta. Po kilku la-
tach pracy jako asystent w Getyndze wrocit na Wegry, by rozpoczac¢ prace na
Uniwersytecie w Kolozsvarze (obecnie Cluj-Napoca w Rumunii). Po pierwszej
wojnie swiatowej przeniodst sie na krotko do Budapesztu, a stamtagd do Szegedu.

Haar zajmowat sie gtownie badaniem rownan rozniczkowych pochodnych czgst-
kowych, teorig aproksymacji Czebyszewa i teorig grup topologicznych. Nazwana
jego imieniem miara Haara przenosi miare Lebesgue'a na grupy lokalnie zwarte.

Falka Haara jest pierwszg znang falka, zostata wprowadzona przez Alfréda
Haara w 1909 lub 1910 r. Jest to szczegdlnie prosta falka.
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Analiza falkowa

Do roku 1930 do analizy czestotliwosci stosowane byty wzory Fourie-
ra. Wykazat on, ze kazda funkcja o okresie 2n moze bycC przedstawio-
na jako szereg

ap + E (ay cos kx + by sin kx)
k=1

Wspotczynniki ao, ak, bx, wyznaczane sg w nastepujgcy sposob:

2 2

/f(«l){‘m(kﬂ') /f sin(kx)d

0 0

2
-
|
k\
Ly
)
S
5
|
S




Wydziat

Technologiczny
Informatyki

Szczecinie

’l Analiza falkowa: historia

1910 | A. Haar Alternatywna baza ortonormalna shuzaca
do dekompozycji sygnatu Morlet, Grossman | Badania matematyczne nad transformata
falkowa 1 jej zastosowaniami

1985 | Y. Meyer Matematyczne podstawy teori falek

1986 | Daubechies Konstrukeja rozwiniecia nieortogonalnego
Grossman
Meyer

C. Galand | Filtracja pasmowa (subband coding)
D. Esteban 1986 | Meyer. Lemarte | Konstrukecja gladkiej (C*). ortonormalne;j

bazy falkowej na R 1 R®

1976 | Crochiere |Kwadratowe filtry lustrzane (QMF)
Zebber
Flanagan

METODY PRZETWARZANIA OBRAZOW ::.

1988 Daubechies | Konstrukeja rodziny gladkich falek ortonormalnych
o zwartym nosniku przy zastosowaniu filtrow FIR

Zwiazki pomiedzy ciagla transformata falkowa P. Schréder, Metoda konstrukej: falek sferycznych
a jej dyskretnymi odpowiednikami na Z i Z» W. Sweldens niezalezna od parametryzacji
1996 | G. Strang Bardzie; systematyczna teoria konstrukeji

multifalek dajacych analize wielorozdzielcza

1996 Foster WWT (Weighted Wavelet Transform)
Modytikacja transformaty falkowe;
umozliwiajaca analize danych niekoniecznie
réwnoodleglych w czasie

1992 Daubechies | Rodzina symetrycznych, ciaglych falek
biortogonalnych o zwartym nosniku
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Fale: funkcje oscylujgce w czasie, w przestrzeni lub w
obu tych dziedzinach.

Analiza Fouriera jest analiza falowa (harmoniczng).
Przedstawia ona sygnat przy uzyciu funkgji
sinusoidalnych.

Ta metoda jest uzyteczna przede wszystkim do analizy

czestotliwosciowej szeregow czasowych
stacjonarnych.
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Falki: mate fale (z fr.les ondelettes, ang.wavelets)

0 energii skoncentrowanej w stosunkowo krotkim prze-
dziale czasowym.

Analiza falkowa polega na dekompozycji sygnatu przy
uzyciu falek otrzymanych poprzez translacje i dylatacje
falki podstawowej (‘mother wavelet').

Falki sg szczegolnie przydatne do analiz czasowo-
-czestotliwosSciowych szeregow niestacjonarnych.




oy /£ Transformacja falkowa

Informatyki

Transformacja falkowa jest przeksztatceniem podobnym
do transformacji Fouriera. Oba przeksztatcenia opierajg
sie na wykorzystaniu operacji iloczynu skalarnego bada-
nego sygnatu s(t) i pozostatej czesci, zwanej "jadrem
przeksztatcenia”.

Gtowna roznica miedzy tymi przeksztatceniami to wtasnie
owe jadro.
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fala ._ falka
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Transformacja Fouriera jako jadro wykorzystuje funkcje
sinusoidalne (czyli funkcje okresowe reprezentujgce
jedng czestotliwosc).

Natomiast w przypadku transformacji falkowej jadrem
jest falka — specjalna funkcja ograniczona pewnymi wy-
mogami, ktore musi spetniac aby mozna byto jg wykorzy-
stacC do tak zwanej analizy wielorozdzielczej (np. musi po-
siadac funkcje skalujaca).

Takich funkgji istnieje nieskonczenie wiele, zatem istnieje
nieskonczenie wiele transformaciji falkowych.
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Transformacja falkowa nadaje sie do analizy sygnatow
niestacjonarnych, poniewaz dostarcza informacji czasowocze-
stotliwosciowej.

Czesto, wymiennie wykorzystuje sie jg z transformacjg Fouriera.
Powodem tego jest fakt, iz jako wynik transformacji falkowej
otrzymamy informacje o czestotliwosciach poszczegolnych
sktadnikow widmowych sygnatu tylko ze skonczong precyzjas.

Dzieje sie tak dlatego, ze jadro przeksztatcenia (czyli funkcja)
nie reprezentuje nieskonczenie waskiego przedziatu
czestotliwosci lecz przedziat czestotliwosci o szerokosci od-
wrotnie proporcjonalnej do czasu trwania falki

Transformacje falkowg stosuje sie wiec w przypadkach, gdy
oprocz informacji o czestotliwosciach sktadowych widmowych
sygnatu potrzebna jest informacja o ich lokalizacji w cza-

sie.

.:: ZAAWANSOWANE METODY PRZETWARZANIA OBRAZOW ::.




’l Zachodhni e rski
Wydziat Uniwersyte
Informatyki il lg -

Falki to rodziny funkgji zbioru liczb rzeczywistych na zbior
liczb rzeczywistych, z ktorych kazda jest wyprowadzona z
funkcji-matki za pomocg przesuniecia i skalowania:

Ys x(t) = Y(2s *t + x)
gdzie: s,x - liczby catkowite, W - funkcja-matka, Ws,x - falka o skali s i

przesunieciu X, ktore daza do zera (lub po prostu wynosza zero poza
pewnym przedziatem) dla argumentu dazacego do nieskonczonosci.

-\J'\ lb— a=1-4 n
n ﬂh L 1 1 1 L L _‘__an Uhr
A/\ﬂfk 5217 0 5 0 15 20 25 t 5 w20 25

. | ) [wikipedia]
a=
0 ﬁﬁﬂ 1I]i]l] 15i]l] 2I]i]l] 25i]l]
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w( _I)ﬁ s #0.

B

Wi (t) =

JW (£)dt =0 warunek dot. funkcji matki: przynajmniej kilka oscylacji

| = Zf’m,ﬂ(.f ) ,,. dekompozycja funkcji £za pomocy funkcji bazowej

m.ne’

Meyer & Morlet &-J Mexican Hat &

[wikipedia]
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Suma wazona funkgcji Ws,x umozliwia
przedstawienie z dowolng doktadno-
Scig dowolnej funkcji ciggtej, podob-
nie jak funkcje cosinus o roznych
okresach i przesunieciach umozliwia-
jg przedstawienie z dowolng doktad-
noscig kazdej funkcji okresowej.

~ = F G m
e =
§
L]

L
i

-

[l - Rl v Bl |
L]
§

%'
:

M~ =2 0] <€
§
1|—|-

f




.:: ZAAWANSOWANE METODY PRZETWARZANIA OBRAZOW ::.

"

Wydziat
Informatyki

*zerowa wartosc srednia /

— 0
*normalizacja H@b” = |
skupiona wokot =0

*skonczone pasmo przenoszenia
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[ Przykiady falek
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Rodzina falek

* przesuniecie « i skalowanie s falki bazowej (ang. mother wavelet)

Gunlt) = = (t - “)

ey

- normalizacja I
ku,SH =1 A -
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Transformata falkowa

CWT (IWT))

W f(u,s) = (f, ) = /

—+0C

— 00

Jest miarg zmiennosci funkcji f{z) w otoczeniu u 0 rozmiarze

proporcjonalnym do s

Wynikiem ciagtej transformaty falkowej sq wspotczyn-
niki okreslajace podobienstwo pomiedzy dang falkg a

sygnatem.

F() =

1
(N
\/_

(

Ciggta TF (ang. Continuous (Integral) Wavelet Transform,

t—u
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,l Transformata falkowa : przykiad

Wynikiem transformacji falkowej sg wspotczynniki, ktorych wartosci sg zalezne
od parametrow a i b oraz sygnatu badanego s(t).

Dla danych wartosci a i b wspotczynnik jest miarg podobienstwa pomiedzy
dang falkg a wybranym fragmentem sygnatu s(t).

- = 1¥i - .. .-

: N M :  AE AN : A NN
g i: =/ Jlrlll;“ml'f‘l{'\. = f],: IJUI 5 i e Va H j’.!r| ~
yemat L '\ / \J\ [N B4 )2 7 ygnaks . /| [2\ N 4
s(t) o = .’ J Sygnal .\ 'I]Em VA s(t) = A v Vv Y

: ‘ : S{t} : - = W : ) :
tatks i—Jlip-i przesunicta_y £ | i T | P

s . falka l:> =Vl = Yy =

- : E T & : V.2
5,(.b) =0,0102 g ¥ % (a.,5) =0,2247
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Odwrotna TF

+00 ‘o0 o
Cw/ f W f(u,s —w(f ”) dfug

" ()’

w

dw < +00

warunek dopuszczalnosci Cy = /
. T .y 0
ang. admissibility condition

falka nie moze mieC sktadowej state; 1@(0) = 0

falka musi by¢ rozniczkowalna w sposob ciggty ?,b(w)
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-przyjecie granicznej wartosci wspotczynnika skali s=s_,

bywa nazywana po angielsku father wavelet),

skali s>s

.jesli Wi(u,s) jest znane tylko dla wartosci s<s_to do odtworzenia ory-
ginalnej funkgji /() konieczna jest informacja o Wf(u,s)dla s>s_,

*w tym celu wprowadza sie funkcje skalujgca (ang. scaling function) i
tworzy rodzine funkcji skalujgcych (funkcja bazowa funkcji skalujgcej

funkcja skalujaca jest ,,potaczeniem” wszystkich falek o wspodtczynniku

Kazda falka posiada swojq unikalng funkcje skalujaca. Najwazniejszg ce-
chg, ktéra odrdznia funkcje skalujgca od falki jest niezerowa wartosc srednia.
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Daubechies 4 tap wavelat

% scaling function
. v.'avslstlfuncticun .

1 1.3 2 25

Funkcja skalujaca : przykiady

Daubechies 12 tap wavelet

" scaling function
. \.f.'avslstlfun\:tiun .

4 B & 10

12

Daubechies 20 tap wavelet
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’I Dyskretna realizacja falek

Jesli ciggte skalowanie si przesuniecie u zastgpi sie dyskretnym otrzy-
ma sie dyskretng rodzine falek (j,k — liczby catkowite)

1 t — k7os!
‘*I*’j,,!.:(f) — ﬁl_[f ( jﬂ f_})

\ 50 %0

Zwykle przyjmuje sie So = 2 oraz 7o = 1, co daje diadyczne probkowanie
i obliczenia prowadzi sie oktawe po oktawie

zatem rodzine falek otrzymujemy przez skalowanie j i przesuniecie k&

v, () =2"yQt—k)
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k

dm.n - Z
' %

Zc

Sn=1 (f:l - Z Cm—el,n@m—%l,n(r)
7

=2 M uComeri

g k—Encm-e-Lk

Sygnat moze zostac przedstawiony jako suma funkcji skalujgcych i fa-
lek, tworzacych rodzine funkcji ortogonalnych.

k)29720(27t — k) + Z d;(
ﬂ

), @5k(1)) dj(k) =

k)22 (27t — k)

DWT = {d,, | At} seees

{dm—.-‘lﬂ" M }H? {Erﬁ—.’lﬂ" M }H }
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Piramida Mallata

Mallat podat zaleznosci miedzy kolejnymi wspotczynnikami rozktadu:
=Y g(m —2k)d;4(m)

— Z h(m — 2k)cijpq1(m)

e

e

h — wspodtczynniki filtru dolnoprzepustowego skalujgcego H,
g — wspotczynniki filtru gornoprzepustowego falkowego G.

Yo

Yio
¥

Y13
Yia
Yis

oS

o~

Ay

Stéphane Mallat

na wyjsciu filtru H otrzymujemy usredniong,
wygtadzong informacje o sygnale wejsciowym,

na wyjsciu filtru G — szczegdty sygnatu.

*Rozmiar analizowanego sygnatu czy funkcji musi mie¢ rozmiar 2n, n € N

*Powstaty metody dopasowujgce rozmiar sygnatu, przez dodanie informacji na jego krancach.
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Rozwiniecie w szereg Fouriera nie daje informacji o zachowaniu sie takiej
funkcji, a takze nie daje dobrej aproksymacji w otoczeniu punktu x=0.

/2, x€ (0,m) ¥ R s

Falka Haara ¢7 i funkcja skalujaca ¢

W 1910 r. Haar podaje nowy system ortogonalny, oparty na funkcji zdefinio-
wanej w przedziale [0,1]:
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i - calllc

YL PO PIO) YY) PIEPI) pvsi(ny)  dpli(ny)  vli(ny)  vii(xy)
— +
g | | R =

i1 i 1 i1 i 1 o1 ;11
Po(x) o) i) () dtPoo(x.y) P o(x.y)

- -
+ +
PWE ) Y@ We) i) vl P50(x,y)
+ + + + +
0 0 0 0 1 0 A (1e 10 A N, NI o i 1
Po(x) @o(¥) Yo da(y)  ax) o) Pilx) doly) Pppp(x.y) Pepo(x,y) PPoo(x,y) 1 o(x.¥)

Figure 7 Standard construction of a two-dimensional Haar wavelet
. 21 . .

basis for -, In the unnormalized case, functions are +1 where plus

signs appear, — | where minus signs appear, and 0 1n gray regions.

Figure 8 Nonstandard construction of a two-dimensional Haar
wavelet basis for -
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wejscie: 9735
1. usrednianie parami: 8 4
2. wspotczynniki transformaty: 1 -1, poniewaz
8+1 = 9 (pierwszy el.)
8-1 =7 (drugi el.)
4+(-1) = 3 (trzeci el.)
4-(-1) = 5 (czwarty el.)

Rozdzielczoé¢  Srednia  Wspdiczynniki

T 4 9735
8 4
+1 -1 H-1) TS -(-1) 2 8 4 1-1
9 7 3 5 1 6 2
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Jednowymiarowa transformata falkowa Haara dla przedstawionego
przyktadu: 6 2 1 -1
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¢! (x) = (2 x—1),

where

(x) = 1fnr0£.1'c«::l
0 otherwise

pudelkowa

2 The box basis
for V2.

o= =
b | =

g |—

ha=— ==
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W /4

Zachodniopomorski

y approximation

v? approximation

— T

v? approximation

V’1 approximation

Ve approximation

00
@)
W ? detail coefficients

O

®) o O

W? detail coefficients

O

@)

W' detail coefficients

O

WP detail coefficients

pudetkowa

1 A sequence of
decreasing-
resolution
approximations
to a function
(left), along
with the detail
coefficients
required to
recapture the
finest approxi-
mation (right).
Note that in
regions where
the true func-
tion is nearly
flat, a piece-
wise-constant
approximation
works well, so

the correspond-
ing detail coeffi-
cients are
relatively small.
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M=

I(x)= 9 x
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+ 7 x
4+ 3%

4+ 5x

b | —

F

Transformata Haara

wi(x) = w@x-1), i=0,...,2/ -1

where
1 for0 €x<1/2

w(x) =4-1 forl/2<x<l1
0 otherwise

I(x) = cg5 (x)+cif (x)+c305 (x)+c305(x).

A more graphical representation is
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I(x) = chgd(x) + ¢}l (x) + dlyd (x) + dly ()

+ 4 x

+ 1x

-1x

I(x) = cogg (x) + dgyrg (x) + gy (x) + diy (x)

=6 X%

+ 2%

+ 1x

-1x
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16 out of 16 coefficients

(
F

12 out of 16 coefficients

A

8 out of 16 coefficients

__

%

4 out of 16 coefficients

il -

14 out of 16 coefficients

10 out of 16 coefficients

K

6 out of 16 coefficients

2 out of 16 coefficients

kompresja

4 Coarse
approximations
to a function
obtained using
L> compression:
detail
coefficients are
removed in
order of
increasing
magnitude.
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’I Dekompozycja falkowa

procedure DecompositionStep(C: array [1.. /] of reals)
fori < 1to/h/2do
C'[i] + (C[2i — 1]+ C[2i) /2
C'[h/2 +i] « (C[2i — 1] — C2i])/V2
end for

C+ '
end procedure

procedure Decomposition(C: array [1.. /] of reals)
C < C/\'h (normalize input coefficients)
while 2 > 1 do
DecompositionStep(C[1..5h])
h < h/2
end while
end procedure
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Approximation coef. at level 2
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Decomposition at level 2

Dekompozycja obrazu

OBRAZ
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oy /£ Zastosowanie
Informatyki

proby detekcji fal grawitacyjnych (CWT),

badanie aktywnosci Stonca i plam na Stoncu (CWT),

JPEG2000,

cyfrowe znaki wodne,

automatyczne monitorowanie ruchu statkow na podstawie obra-
zOw satelitarnych,

charakterystyka obrazow (van Gogh, Picasso, Monet, Klee i in.),
analiza danych sejsmicznych (CWT i DWT),

rozwigzywanie rownan rozniczkowych i catkowych,

filtracja obrazow radarowych (SAR, Synthetic Aperture Radar),
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Figure 9 17w ] m.mvecom.p n: The nn'lm.ll.mag (a)canber pre ted using (b) 19% f 1 coefficients, with 5% relativd?
eIToT; {c';_“-n f oefficients ]11[)" elativel? error; and (d) 1% of it fﬁmeus with 15% l l eITor
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WS5Q Encoder:

Source
Image

10011101

Compressed
Data

WSQ Decoder:

Scalar Huffman
DWT EE Quant. 3 Coder 10011101
1‘ + + Compressed
Data
Tables Tables Tables
Huffman Scalar
™| Decoder 3 Dequant.
Tables Tables
i 3 i Image

norm ofs. rec.: 9692 0y
nul of= ;34 69 UG

Kompresja

Na etapie DWT, obraz dzielony
jest na 64 pasma czestotliwo-

Sciowe za pomocg transformaty
falkowej 2D, ktora jest zastoso-
wana w sposob kaskadowy (ite-

racyjny).

Dane z DWT (float/double) sg
obcinane/kwantowane poprzez
jednokierunkowg funkcje (tutaj
nastepuje kompresja stratna).

Na ostatnim etapie otrzymane
dane sg kodowane za pomocg
np. metody Huffmana (kodowa-
nie entropijne) w celu zmniej-
szenia wielkosci
ilosc_bitow/piksel
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Schemat kompresji Wavelet

Filtry dla réznych czestotliwosci

Schemat kompresji DCT

Filtr o najwyzszej
czestotliwosci

Oryginalny obraz video Obraz_podzielpny _
Oryginalny obraz video w bloki 8 x 8 pikseli

- IS ADRSPEADDEDDEDD
ERRRRREEERRRERRE
Filtrowanie ' -

ENSEEEEEEEEEEED
- Filtr srodkowy

Kompresowanie

-—

Kompresowany
jest kazdy filtr

Filtr o najnizszej Filtrowanie i kompresja
czestotliwosci . kazdego bloku oddzielnie

..nllllll
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JPEG image; _

file size 45853 bytes, WSQ image;

compression ratio 12.9. file size 45621 bytes,
compression ratio 12.9.




